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Przedmowa

Postep technologiczny i komputeryzacja dzialalnosci produkcyjnej czlowieka
stwarzaja duze mozliwoéci analizy, projektowania i precyzyjnego wytwarzania
nowych materialéw oraz innowacyjnych rozwigzan w praktyce. Dotyczy to
takze tak tradycjnej dziedziny inzynierii jaka jest budownictwo, gdzie nowo-
czesne materiaty o wysokiej wytrzymalosci pozwalaja inzynierom i architek-
tom realizowaé ich $émiate koncepcje i wizje, np. w budowie mostéw, drapaczy
chmur, i nowe sposoby gospodarowania energia. Nieodzowne sa tu réwniez
wspotczesne programy komputerowe do analizy statyczno-wytrzymatosciowej
konstrukcji i pomiaréw biezacego stanu, oraz dostrajania parametréw kon-
strukcji do aktualnych warunkéw jej pracy w przypadkach ekstremalnych
(przeciazenie, trzesienie ziemi). Obecnie inzynierowie poszukuja rozwiazan sys-
temowych opartych na materiatach wielofunkcyjnych, ktore oprécz funkeji no-
$nej bylyby réwniez w stanie pelnié role czujnikéw lub sitownikéw (sensordw,
aktuator6w) reagujacych adaptacyjnie na zmieniajace sie czynniki otoczenia.

Opracowanie dotyczy modelowania teoretycznego i symulacji komputero-
wych pewnej klasy nowoczesnych materialéw — materialow z pamieciq ksztattu
— oraz konstrukecji z nich wykonanych. Materialy te, np. stopy niklu i tytanu
o handlowej nazwie nitinol, popularnie nazywane materiafams: inteligentnymsi
(ang. smart materials), sa obiecujacym kandydatem na material wielofunk-
cyjny, bo wykazuja unikatowe zachowanie w postaci pseudosprezystych petli
histerezy i efektu pamieci ksztattu. Ich zachowanie sie jest skutkiem marten-
zytycznej przemiany fazowej, ktorej moga ulega¢ pod wplywem naprezenia,
temperatury lub pola elektromagnetycznego. Materialy te moga si¢ znacznie
odksztalca¢ odwracalnie (nawet 8-10%), tzn. po usunieciu obciazenia albo bez-
posrednio wracaja do stanu wyjsciowego lub odksztalcenia znikaja po ogrza-
niu. Dzieki tym wlasciwo$ciom materialy z pamiecia ksztaltu znajduja roz-
norakie zastosowania jako zaawansowane rozwiazania w technice i medycynie,
a ostatnio prowadzi sie takze badania naukowe celem zastosowania ich w bu-
downictwie jako dyssypatoréow energii w obiektach narazonych na trzesienie
ziemi i regulatoréw sztywnosci konstrukeji.



Moje zainteresowanie materiatami z pamiecia ksztaltu jest zastuga Profe-
soréw Erwina Steina, Aleksandra Mielkego i Valeryego Levitasa, z ktérymi
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Podstawowe oznaczenia

1D, 2D, 3D
a-b=a;b;
a®b

A:B

+ —
m? K“m

X, X,
Rn

K, K

< DEZE

KPF
LZK
MES
MPF
MZPK
NW

jedno-, dwu-, tréj-wymiarowy

iloczyn skalarny wektoréw a,b € R, d=2,3

iloczyn tensorowy wektoréw

iloczyn skalarny tensoréw Il-go rzedu A:B = A;;B;;
tensor IV-rzedu moduléw sprezystosci, B = C[A]

macierz sztywnosci plyty, lub macierz wystepujaca w LZK

naprezenie, odksztalcenie, modut Younga w 1D

tensor naprezenia, lub macierz kolumnowa z jego sktadowych

tensor malych odksztalcen

tensor odksztalcen fazowych (domena) i-tej fazy

macierz kolumnowa ze sktadowych tensora odksztalcenia

udzial objetosciowy i-ej fazy

czesci dodatnia i ujemna c;

og6lny symbol funkcjonatu, lub sity, obciazenia
funkcje progowe przemiany fazowej
termodynamiczna sila napedowa przemiany fazowej
zbior n kopii liczb rzeczywistych

funkcja energii swobodnej Helmholza i-ej fazy
funkcja energii swobodnej Helmholza mieszaniny faz
operator skonczonego przyrostu

operator gradientu

kryteria przemiany fazowej

liniowe zadanie komplementarnosci

metoda elementéw skonczonych

martenzytyczna przemiana fazowa

material z pamiecig ksztaltu

nieréwnos$¢ wariacyjna






Rozdziat 1

Wprowadzenie

Motywacja.  Niniejsze opracowanie dotyczy termomechanicznego oraz
matematycznego modelowania i numerycznego rozwigzywania zagadnien brze-
gowych dla nowej klasy materiatéw jaka stanowia materialy z pamieciq ksztattu
(MZPK)!, oraz wykonanych z nich konstrukcji. Materiaty te maja unikatowe
wlasciwosci, ktorych zwykle metale lub ich stopy nie wykazuja, tj. pseudospre-
zysto$é i efekt pamieci ksztaltu, czyli zdolno$é¢ doznawania duzych pozornie
trwalych odksztalcen (rzedu 8%), ktére znikaja po zdjeciu obciazenia, lub sa
w stanie wywiera¢ znaczne sity przy podgrzaniu. Mozliwos¢ pelnienia przez te
materialy funkcji sensoréw i aktuatoréw (czujnikéw i sitownikéw), ktére sa ich
immanentna cecha, oraz ich zdolnosé dyssypacji energii znajduja stale rosnaca
liczbe innowacyjnych, specjalistycznych zastosowan w réznorodnych dziedzi-
nach inzynierii, obejmujacych gtéwnie przemysty lotniczy i samochodowy oraz
medycyne [32, 149, 203, 31, 138, 97, 112]. Ostatnio czesciej prowadzi sie ba-
dania i stosuje MZPK réwniez w konstrukcjach inzynierskich i budowlanych
jako thumiki drgan i regulatory sztywnosci konstrukeji [208, 200, 67, 183, 184].
Dzigki ich unikatowym wtasciwosciom, materialy z pamieciag ksztaltu nazy-
wane sa materialami inteligentnymi (ang. smart materials) a w szerszej
perspektywie traktowane sa jako dobry kandydat na material wielofunkcyjny
[46, 182, 61, 179].

Niezwykle zachowanie sie MZPK jest wynikiem termosprezystej odwracal-
nej martenzytycznej przemiany fazowej, ktorej te materialty moga ulegaé pod
wplywem dzialajacego naprezenia, zmian temperatury lub pola elektromagne-
tycznego [137, 42, 19, 145]. Zjawisko pamieci ksztaltu zwiazane z przemiana
martenzytyczna odkryto na gruncie metalurgii w latach 30-tych XX wieku.
Dopiero jednak w latach 60-tych XX wieku wraz z (przypadkowym) odkryciem
niezwyklych wladciwosci stopu niklu i tytanu, o handlowej nazwie nitinol, na-

W j. angielskim uzywa sie nazwy shape memory alloys (SMA)
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stapilo praktyczne zainteresowanie sie tym zjawiskiem i jego mozliwymi zasto-
sowaniami; nazwa handlowa nitinol pochodzi od nazwy pierwiastkéw (NiTi) i
Naval Ordinance Laboratory, tj. nazwy Laboratorium Badawczego Marynarki
Wojennej Stanéw Zjednoczonych. Przemiany martenzytyczne zachodza nie
tylko w stopach niklu i tytanu, ale takze w stopach CuZnAl, CuAINi, CuZn i
innych.

Przemiany martenzytyczne sa przemianami bezdyfuzyjnymi, pierwszego
rzedu, zachodzacymi poprzez nukleacje i wzrost nowej fazy, postepuja wsku-
tek procesu jednorodnego odksztatcania sig¢ siatki krystalograficznej fazy pier-
wotnej nazywanej konwencjonalnie austenitem, bez zmiany jej skladu che-
micznego. Onacza to, ze faza bedaca produktem tej przemiany, nazywana
konwencjonalnie martenzytem, ma taki sam sktad chemiczny i stopien upo-
rzadkowania (i zdefektowania) sieci jak matryca. Wyrdznia sie dwa mechani-
zmy akomodacji (dostosowania): poslizg, ktory jest odksztalceniem trwalym,
typowym dla zjawiska plastycznego plyniecia i blizniakowanie, ktory to mecha-
nizm zapewnia odwracalnos¢ zmian ksztaltu. Tak wiec, w przeciwienstwie do
plastycznego ptyniecia, charakterystycznym rysem termosprezystych przemian
martenzytycznych jest ich krystalograficzna odwracalno$é, ktora jest wynikiem
w istocie sprezytej akomodacji obszaréw (domen) martenzytu.

Modele teoretyczne zjawisk fizycznych ujmowane sg w postaci zagadnien
(poczstkowo-) brzegowych. Aby dany model teoretyczny i generowany przez
niego problem brzegowy byl przydatny w zastosowaniach, problem musi by¢
dobrze postawiony. Wlasnos¢ ta oznacza, ze dla wszystkich dopuszczanych
danych wejsciowych istnieje i jest jednoznaczne jego rozwiazanie, ktére zalezy
w sposob ciagly od danych wejsciowych. Dodajmy, ze w przypadku zadan
biufurkacyjnych, gdzie w pewnych punktach rozwiazanie ulega rozdwojeniu,
oczekujemy takze jego ciaglej zaleznosci od danych (np. niezaleznosci od siatki
elementow skonczonych poza zwyklym bledem aproksymacji). W tym kontek-
Scie warto tez przywolaé¢ wazna zasade wyrazona przez Kleibera [77] (str. 11):

"a) aby uzyskaé dostateczng efektywnosé analizy, nalezy juz na etapie formulo-
wania problemow brzegowo-poczgtkowych mysle¢ o metodach ich rozwigzania”.

Cel i zakres opracowania. Martenzytyczne przemiany fazowe i towarzy-
szace im zjawiska to zlozone procesy deformacyjne, ktére wymagaja badan
interdyscyplinarnych, m.in. na gruncie metalurgii, krystalografii, mechaniki i
matematyki. Kazda z tych dziedzin stawia sobie wtadciwe cele i skale dtugo-
Sci opisu zajawisk, stosujac swoj jezyk i srodki badawcze, co czyni ich wza-
jemna komunikacje do$é¢ zlozonym procesem. W literaturze proponuje sie
rézne modele MZPK; krotkiego ich przegladu dokonamy omawiajac zjawisko
martenzytycznej przemiany fazowej w dalszej czesci opracowania. Zgodnie z
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tytutem opracowania naszym celem jest analiza konstrukeji z MZPK, dlatego
ograniczamy sie do opisu fenomenologicznego na gruncie mechaniki oérod-
kéw ciagltych, kiladac nacisk takze na implementacje komputerowag modelu
teoretycznego i opracowanie autorskich programéw komputerowych. Rozpa-
trujemy koherentne przemiany martenzytyczne, tzn. wektor przemieszczenia
jest ciagly w calym ciele a jego gradient moze by¢ odcinkowo ciagly. Przed-
miotem niniejszego opracowania sa MZPK w zakresie ich pseudosprezystosci,
traktowanej jako mechaniczny rodzaj pamieci ksztaltu, w ktérym czynnikiem
wzbudzajacym martenzytyczng przemiane fazowa jest naprezenie. Zastoso-
wany model MZPK jest wynikiem pewnego usrednienia (homogenizacji) i od-
zwierciedla charakterystyczne cechy tego procesu deformacyjnego z histereza
uwzgledniajac odksztalcenia wlasne (fazowe) poszczegélnych wariantéw mar-
tenzytu. Wykorzystujemy koncepcje zmiennych wewnetrznych, ktére mozna
interpretowaé¢ jako udzialy objetodciowe poszczegdlnych wariantéw marten-
zytu, a z matematycznego punktu widzenia, mozemy moéwié¢ o regularyzacji
wyjéciowego niewypuklego problemu o wielu studniach energetycznych. Do
aproksymacji przestrzennej zagadnien brzegowych stosujemy metode elemen-
téw skonczonych (MES). Opracowanie w pewnym sensie zachowuje charakter
interdyscyplinarny obejmujac z jednej strony obszar mechaniki cial statych i
konstrukcji, a z drugiej matematyki stosowanej i komputerowej.

W tym opracowaniu zagadnienia poczatkowo-brzegowe dla rozpatrywa-
nych deformacyjnych proceséw z histereza formulujemy w jednolitej postaci
ewolucyjnej nieréwnosci wariacyjnej, ktéra obejmuje warunki réwnowagi sta-
tycznej i kryteria zachodzenia przemian fazowych. Przy przyjeciu odpowied-
nich hipotez, udowadniamy twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwia-
zan dla tych globalnych sformulowan. Najpierw rozpatrujemy proponowane
zwiazki konstytutywne dla 1D i 3D modeli MZPK, ktore nastepnie wykorzy-
stujemy w analizie pretéw, kratownic, tarcz, belek i ptyt wykonanych z MZPK.
Proponujemy dwa algorytmy numeryczne, ktére zaimplementowaliSmy w kilku
autorskich programach komputerowych w jezyku Fortran 95: Belka-SMA,
Krata-SMA, Plyta-SMA, Pret-SMA, Tarcza-SMA. Model teoretyczny MZPK, al-
gorytmy i oparte na nich programy komputerowe okazaly sie efektywne w roz-
wigzywaniu zlozonych, konkretnych zadan brzegowych. Otrzymane rezultaty
symulacji numerycznych wg zaproponowanych modeli konstrukeji odzwiercie-
dlaja charakterystyczne cechy zachowania sie¢ MZPK i sa zgodne z naszymi
przewidywaniami.

W nauce, technice i ekonomii istnieje cale bogactwo problemoéw, ktore
aby wiadciwie opisa¢ nalezy uzy¢ praw wyrazonych w postaci nie tylko
réwnan lecz takze nieréwnosci (inkluzji). Podstawowym zrédlem ograniczen
nieréwnosciowych sa ogdlnie rozumiane prawa réwnowagi, zaréwno fizycznej
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jak i ekonomicznej natury. Zastosowane tutaj podejscie, ktore wykorzystuje
nieréwnosci wariacyjne i warunki komplementarnosci, jest nie tylko natural-
nym i matematycznie jednolitym ujeciem tego typu probleméw, ale stanowi
jednoczeénie bardzo uzyteczng podstawe do ich numerycznej analizy. W
terminach matematycznych, problemy rozpatrywane w tym opracowaniu sa
ostatecznie formulowane w postaci stabej jako nieréwnosé wariacyjna (NW)
postaci:

Zmalez¢ takie rozwiazanie u € I, ze
(P(u), v—u)>0 dla wszystkich v € K (1.1)

Tutaj K jest zbiorem ograniczen nalozonych na poszukiwane rozwiazanie u;
zwykle I C V jest wypuktym podzbiorem liniowej unormowanej przestrzeni
V, na ktorej operator P : V — V* jest okreslony. Symbol (., +) oznacza
sprzezenie dualne miedzy przestrzenia V i jej przestrzenia dualng V*, tzn.
(+, +) : V*XV — R, przy czym R jest zbiorem liczb rzeczywistych. W proble-
mach rozpatrywanych w czeéciach II1 i IV tego opracowania, V and K sg ilo-
czynami kartezjanskimi pewnych zbioréw wynikajacych z charakteru zastoso-
wanych zmiennych niezaleznych w analizowanym procesie odksztalceniowym.
Doda¢ nalezy, ze z uwagi na zjawisko histerezy i niemonotoniczny charakter
procesu, np. wskutek niemonotonicznego obciazania, NW (1.1) rozwiazywana
jest przyrostowo w oparciu o regule monotonicznej sciezki na kazdym przyro-
scie (kroku czasowym).

Procesy martenzytycznej przemiany fazowej, i towarzyszace jej w idealnej
pseudosprezystosci zajawisko ptyniecia, wykazuja fenomenologicznie duze po-
dobienstwo do plastycznego plynigcia materiatu. Jak juz wspomniano wyzej,
rézne sa jednak mechanizmy deformacyjne w mikroskali, w przypadku MZPK
proces odksztalcania nastepuje przez reorganizacje siatki krystalograficznej z
austenitu w martenzyt lub blizniakowanie wariantéw martenzytu, natomiast
odksztalcanie plastyczne tradycyjnych stopéw metali jest wynikiem mechani-
zmu poslizgowego. Réwniez z obliczeniowego punktu widzenia, oba te procesy
mozna opisaé za pomoca tzw. warunkéw komplementarnosci?

<0, A>0, @-A=0 (1.2)

gdzie ® = CI’(/'\, -) jest pewna funkcja graniczna, zalezna od zmiennej A jesz-
cze innych zmiennych. Zaleznosci (1.2) nosza w plastycznosci nazwe warun-
kow obciazania/odcigZania, natomiast w przypadku przemian fazowych mo-
wimy o kryteriach zachodzenia przemiany. W przypadku rozpatrywanej tu-
taj przemiany fazowej z histerezyjnym zachowaniem, uzyteczna okazata sie

2Nazywanych tez warunkami Karusha-Kuhna-Tuckera
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IT zasada termodynamiki, ktéra stosujemy w postaci nierownosci Clausiusa-
Duhema. Nieroéwnosé ta naktada ograniczenia na zwiazki konstytutywne i na
ruch osrodka. Ograniczenie na ruch dotyczy kierunku, w ktérym dany proces
fizyczny moze wystepowaé w naturze, w naszym przypadku chodzi o rozstrzy-
gniecie, ktory z wariantéw martenzytu i w jakim kierunku moze sie rozwijac
(przemiana wprost i przemiana odwrotna). Oprécz podobienstwa struktury
formalnej warunkéw (1.2), zasadnicza réznica miedzy plastycznym plynieciem
a pseudosprezystym (martenzytycznym) plynieciem polega na tym, ze w tym
drugim przypadku na mnoznik Lagrange’a A\, naklada sie pewne ograniczenia
pudetkowe (ang. box constraints), podczas gdy w plastycznosci zada sie tylko
jego nieujemnosci, A > 0. Zauwazmy jeszcze, ze granica podobszaru konstruk-
cji, gdzie wystepuje plastyczne lub pseudosprezyste plyniecie nie jest znana a
priori, lecz stanowi dodatkowa niewiadoma zadania. Jest to tzw. swobodny
brzeg (ang. free boundary), ktérego polozenie otrzymujemy jako poboczny
wynik rozwiazania zadania (1.2) lub odpowiadajacej mu NW (1.1).

W opracowaniu wydzielono cztery czesci. Czesé I, PODSTAWY TEORII, za-
wiera podstawowe pojecia mechaniki cial odksztatcalnych wykorzystywane w
dalszych czeéciach opracowania. Po wprowadzeniu stosowanej notacji dla wiel-
kosci polowych mechaniki, przypominamy potrzebne dalej zasady termodyna-
miki i rownanie pracy wirtualnej. Ponadto, dla wygody Czytelnika omawiamy
tu wiele poje¢ i koncepcji matematycznych zwiazanych z nieréwnosciami wa-
riacyjnymi i zadaniami komplementarnosci. Pokazujemy jak powstaja nie-
rownosci wariacyjne i jaki jest ich zwigzek z zadaniami komplementarnoéci.
Podajemy wraz z dowodem podstawowe twierdzenie o istnieniu i jednoznacz-
nosci rozwigzania nieréwnoéci wariacyjnych, bazujace na twierdzeniu Banacha
o odzworowaniu zwezajacym. Szkicujemy ogdlne wilasciwosci i zasady aprok-
symacji za pomocg MES. Przedstawiamy wykorzystane w obliczeniach algo-
rytmy rozwigzywania zadan komplementarnosci.

W czesci 11, KONSTRUKCJE SPREZYSTE, omawiamy klasyczne teorie roz-
patrywanych typéw konstrukeji, przywolujac odpowiadajace im zagadnienia
brzegowe i aproksymacje ich rozwiazan MES na bazie sformutowania waria-
cyjnego. W jednowymiarowych (1D) przypadkach sprezytych pretéw i belek
pokazujemy, ze chociaz z definicji MES jest metoda przyblizona, btad aprok-
symacji mozna uczynié¢ praktycznie dowolnie malym i nieistotnym z punktu
widzenia praktyki inzynierskiej.

Czes¢ 111, MARTENZYTYCZNE PRZEMIANY FAZOWE, prezentuje propono-
wany model konstytutywny materialu z pamiecia ksztattu. Zaczynamy od
opisu zaleznosci dla przypadku jednowymiarowego i tylko dwoch faz: austenitu
i martenzytu, ktory nastepnie uogélniamy na przypadek trzech faz: austenitu
i dwéch faz (wariantéw) martenzytu, z mysla o Sciskanych lub rozciaganych
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pretach kratownicowych lub takowych widéknach zginanej belki. Potem roz-
patrujemy cialo 3D, wyrdézniajac najpierw przypadek dwoch faz (austenitu i
martenzytu), a konczymy na ogélnym przypadku wielu wariantéw martenzytu,
ktory opisuje funkcja energii o wielu lokalnych minimach (studniach energe-
tycznych) odpowiadajacych odksztalceniom wlasnym poszcezegdlnych faz (wa-
riantéw). Tutaj tez badamy przewidywania modelu i weryfikujemy programy
komputerowe na przyktadzie preta i tarczy z MZPK.

Czes¢ IV, KONSTRUKCJE Z PAMIECIA KSZTALTU, wienczy poprzednie cze-
Sci 1 zawiera propozycje modelu kratownic, belek i plyt z pamiecia ksztattu.
Rozpatrujemy przypadek ogdlny widéknokompozytowych belek i pltyt zbrojo-
nych w wybranych warstwach wtéknami z MZPK, stosujac myslowy podzial
przekroju poprzecznego na warstwy; w przypadku szczegélnym mamy belki i
plyty o litym przekroju z MZPK. Zaltaczone przykitady numeryczne stanowia
swoista weryfikacje modelu teoretycznego i opracowanych programéw kompu-
terowych, oraz ilustruja specyfike zachowanie sie takich konstrukcji z MZPK.

Podstawowe zalozenia. Przedstawione w opracowaniu rozwazania bazuja
na nastepujacych gtéwnych zalozeniach:

e Odksztalcenia i przemieszczenia ciala sa na tyle malte, ze mozna je opi-
sa¢ wg teorii geometrycznie liniowej (wyjatek stanowia kratownice prze-
strzenne omawiane w podrozdziale 13.3).

e W stanie poczatkowym material jest jednorodny i izotropowy, jego za-
chowanie w zakresie sprezystym daje sie opisa¢ prawem Hooke’a.

e Rozpatruje si¢ procesy quasi-statyczne.

e Rozwazane procesy traktuje sie jako izotermiczne (wyjatek stanowi 1D
model analizowany w podrozdziale 9.4).

e Martenzytyczne przemiany fazowe sa koherentne i zachodza w zakresie
pseudosprezystym.

Uwagi o oznaczeniach. Przyjete w opracowaniu oznaczenia sg préoba zna-
lezienia kompromisu miedzy systemami znakowania i tradycyjnych oznaczen
na niektére wielkosSci stosowanymi w mechanice i matematyce. Ponadto autor
staral sie zachowa¢ spdOjnos$¢ oznaczen w opracowaniu i w autorskich progra-
mach komputerowych, aby unikna¢ dodatkowych bledéw na etapie ich pisania.
Naczelng przyjeta zasada jest znakowanie wielko$ci matematycznych kursywa:
zwykla — skalary, wytluszona — wektory (mate litery) i macierze (duze litery).
Dalsze szczegolty podane sg w miejscach definiowania zmiennych, funkcji oraz
operatorow.
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